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Lezione 24: Teoremi di Rolle, Lagrange e Cauchy
Esercizi svolti
1. Sia f : [0; 1]→ R derivabile con f(0) = 0 e f(x) > 0 per ogni x ∈ [0; 1]. Provare che esiste c ∈ [0; 1]
tale che
2f ′(c)
f(c)
=
f ′(1− c)
f(1− c)
2. Sia n ∈ N e sia f : [0; 1] → R derivabile e tale che f(0) = 0, f(1) = 1. Dimostrare che esistono n
punti distinti 0 < a0 < a2 < · · · < an−1 < 1 tali che
n−1∑
k=0
f ′(ak) = n.
Soluzione
1. Si ponga g(x) = f2(x) f(1− x). Poiche` g(0) = g(1) = 0, g soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle.
Dunque esiste c ∈]0, 1[ tale che
g′(c) = 0 =⇒ 2f ′(c)f(c)f(1− c)− f(c)2f ′(1− c) = 0.
Siccome per ipotesi f(c)f(1− c) 6= 0 se dividiamo i due lati per f2(c)f(1− c), abbiamo la tesi.
2. Per 0 ≤ k ≤ n− 1, consideriamo l’intervallo
I =
[
k
n
,
k + 1
n
]
Per il teorema di La Grangia esiste ak ∈ I tale che
f ′(ak) =
f
(
k + 1
n
)
− f
(
k
n
)
1
n
= n
(
f
(
k + 1
n
)
− f
(
k
n
))
.
Sommando per k = 0 fino a k = n− 1 osservato che:
n−1∑
k=0
f ′(ak) = n
n−1∑
k=0
(
f
(
k + 1
n
)
− f
(
k
n
))
= n(f(1)− f(0)) = n.
si ha la tesi
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Esercizi proposti
1. Sia n ∈ N e sia f : [0; 1] → N derivabile e tale che f(0) = 0, f(1) = 1. Dimostrare che esistono n
punti distinti 0 < a0 < a2 < · · · < an−1 < 1 tali che
n−1∑
k=0
1
f ′(ak)
= n.
2. Determinare i valori del parametro reale a per cui la funzione f(x) = ax+ln
(
1 + x2
)
e` strettamente
crescente in R
3. Si deve recintare un terreno in forma rettangolare di area preassegnata Am2. Un lato del terreno e`
posto di fronte ad una strada, si sa che il costo al metro per recintare insonorizzando e` di ¤15 per
metro, mentre gli altri tre lati possono essere recintati al costo di ¤10 per metro. Scegliere il modo
per recintare l’area A al minimo costo.
4. Determinare i punti di massimo e minimo relativo della funzione f(x) =
2
√|x| − 1
2(1 + x2)
5. Calcolare la derivata prima f−1(y0) = f−1 (f(x0)) se f(x) =
ln(1 + x2)√
x
, x0 = 1
6. Usando il teorema della derivata nulla far vedere che per ogni −1 ≤ x ≤ 1 vale:
arcsin
√
1− x
2
= arccos
√
1 + x
2
7. Studiare in dipendenza da a ∈ R, il numero delle radici delle equazioni
(a) x3 − 4a (x− 1)2 = 0
(b) x4 +
4
3
ax3 − 4a2x2 + 16 = 0
(c)
2
3
x3 +
1
2
x2 − 3x + 1 = a
(d) x3 − 5ax2 + ax + 3 = 0
8. Data l’equazione x2 + (a− 1)x− (a+ 3) = 0, a ∈ R e` un parametro, dopo aver dimostrato essa ha,
sempre e comunque radici reali, indipendentemente dalla scelta di a ∈ R, indicare per quale valore
di a ∈ R e` minima la somma dei quadrati delle radici
9. Determinare a ∈ R in modo che la retta y = x + 2 si tangente alla funzione f(x) = 2ax + a
2
3x + 2a
nel
punto di ascissa x = 1
10. Per quali valori di a ∈ R la funzione f(x) = ln x
1 + x2
e` crescente su [1,∞[?
11. Dimostrare che per ogni x > 0 vale xx ≥ x
12. Dire quante sono le soluzioni dell’equazione
x2 − 1
x2 + 1
= x4 − 5x2 + 4
13. Dimostrare che, per ogni x ∈ [−1, 1] vale arccosx = 2 arccos
√
x + 1
2
14. Determinare a, b ∈ R in modo che la funzione:
f(x) =

2 |x + 1| − (x + 1)2 , sex < 1
2x + a
2x + b
, sex ≥ 1
sia continua e derivabile in x = 1.
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15. Dimostrare che per ogni x, y ∈ R, x < y risulta:
y − x
1 + y2
< arctan y − arctanx < y − x
1 + x2
.
Suggerimento: posto f(t) = arctan t si applichi il teorema di La Grangia f(t) nell’intervallo [x, y]
16. Provare che per ogni x ∈ R, x > 1 vale arccosh x = 2 arccosh
√
x + 1
2
17. Data la funzione f(x) = max
{
x
1 + x2
,
x3
1 + x2
}
, x ∈ R.
(a) f(x) e` continua in x = 1? (b) f(x) e` derivabile in x = 1?
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